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Resumen
(Resumo) O gerador de malhas GMALHA foi desenvolvido para a construc¸a˜o de malhas triangulares na˜o-
estruturadas usadas por modelos de elementos finitos de propagac¸a˜o de ondas mar´ıtimas.
Para uma dada zona costeira, GMALHA gera, a partir da fronteira e da batimetria dessa zona, uma malha
triangular optimizada. A fronteira, que por vezes e´ muito complexa, inclui a linha de costa englobando
infra-estruturas portua´rias, praias, marinas, ilhas, etc. Com base nessa fronteira e na batimetria limitada
por ela, GMALHA, gera primeiramente uma malha triangular grosseira que preenche o domı´nio de ca´lculo.
A malha e´, em seguida, sujeita a um refinamento local condicionado pela batimetria ao mesmo tempo que
sa˜o feitos diversos melhoramentos, nomeadamente, o controlo de uniformidade dos elementos, a alterac¸a˜o do
posicionamento de pontos para correcc¸a˜o de aˆngulos e a redistribuic¸a˜o de lados para correcc¸a˜o de valeˆncias.
Neste artigo descreve-se o algoritmo de gerac¸a˜o e os filtros de melhoramento utilizados no gerador de malhas
GMALHA. Sa˜o ainda ilustradas as vantagens deste gerador com alguns casos pra´ticos de propagac¸a˜o e
deformac¸a˜o de ondas mar´ıtimas em zonas costeiras.
Palavras-chave: Gerac¸a˜o de malhas, me´todo dos elementos finitos, modelos nume´ricos,
propagac¸a˜o e deformac¸a˜o de ondas mar´ıtimas.
FINITE ELEMENT MESH GENERATOR: GMALHA
Summary
The mesh generator GMALHA was developed for the construction of non-structured triangular meshes used
in sea wave propagation finite element models.
For a given coastal zone delimited by a boundary line and characterised by its bathymetry, GMALHA gene-
rates an optimal triangular mesh. The boundary, which sometimes can be very complex, includes a coastline
with port infrastructures, beaches, marinas, islands, etc. . . Based on that boundary and bathymetric infor-
mation within it, GMALHA, first generates a rough triangular mesh that fills the domain. The mesh is then
subjected to post-processing, such as: local refinement and optimization (control of elements uniformity,
repositioning of points to correct angles and edge swaps to correct node valence).
This paper describes the generation, refinement and optimization algorithms of GMALHA. The advantages
of this generator are also illustrated with some practical cases of sea wave propagation in coastal areas.
Keywords: Mesh generator, finite elements, numerical models, sea wave propagation.
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INTRODUC¸A˜O
O estudo da propagac¸a˜o e deformac¸a˜o de ondas mar´ıtimas em zonas costeiras tais como
portos, marinas, praias, etc., pode ser feito numericamente por modelos nume´ricos. O mode-
lo DREAMS (Fernandes5 e Fortes11), e´ um exemplo destes modelos. Trata-se de um modelo
el´ıptico baseado na equac¸a˜o de declive suave (Berkhoff1), resolvida pelo me´todo dos ele-
mentos finitos e permite reproduzir alguns dos processos mais importantes envolvidos na
propagac¸a˜o de ondas, em regio˜es costeiras: a refracc¸a˜o, difracc¸a˜o e reflexa˜o de ondas. O mo-
delo BOUSSiw (Pinheiro21) e´ outro exemplo. Trata-se de um modelo baseado nas equac¸o˜es
de Boussinesq estendidas deduzidas por Nwogu18, e para ale´m dos processos enumerados
atra´s tem em conta os efeitos na˜o lineares da propagac¸a˜o de ondas em zonas pouco pro-
fundas. Assim, quer num modelo quer no outro o domı´nio costeiro a estudar e´ discretizado
por uma malha na˜o-estruturada de elementos finitos (triaˆngulos), nos quais se calcula uma
soluc¸a˜o aproximada do problema com recurso a func¸o˜es de interpolac¸a˜o cont´ınuas.
A construc¸a˜o das malhas de elementos finitos e´ um processo que em esta´gios iniciais foi
considerado complexo e moroso mas que tem vindo a evoluir nas u´ltimas quatro de´cadas.
Existem, actualmente, diferentes algoritmos para a gerac¸a˜o de malhas propriamente dita e
outros tantos para o seu po´s-processamento dentro das treˆs principais famı´lias: filtragem,
“cleanup” e refinamento. A combinac¸a˜o dos algoritmos de gerac¸a˜o e de po´s-processamento
da´ origem a uma pano´plia de diferentes geradores de malhas adaptados a`s va´rias aplicac¸o˜es
poss´ıveis para estas.
Apesar da existeˆncia de diferentes geradores de malhas, na˜o se dispunha para o caso es-
pec´ıfico dos modelos de propagac¸a˜o de ondas em zonas costeiras, nomeadamente os modelos
DREAMS e BOUSSiw, de um gerador automa´tico em ambiente de janelas, que efectuasse a
gerac¸a˜o de malhas triangulares na˜o estruturadas com elevada qualidade num determinado
domı´nio costeiro, caracterizado por uma batimetria e fronteira qualquer e que efectuasse
a construc¸a˜o automa´tica dos ficheiros de entrada dos modelos DREAMS e BOUSSiw no
formato desejado, para economia de tempo e minimizac¸a˜o de erros.
Com efeito, os geradores existentes de malhas apresentam algumas dificuldades em
lidar com as caracter´ısticas complexas e irregulares das fronteiras e da batimetrias das
zonas costeiras a`s quais os modelos sa˜o aplicados. Estas fronteiras apresentam bastantes
singularidades, uma vez que representam uma qualquer zona costeira a qual pode conter,
para ale´m da linha de costa (ja´ de si complexa), obras mar´ıtimas, tais como, quebra-mares,
portos de pesca ou de recreio, marinas, etc. Por outro lado, a batimetria correspondente
a cada zona costeira pode envolver quer zonas de grande profundidade, quer de pequena
profundidade e, para qualquer dessas zonas, e´ necessa´rio garantir um nu´mero mı´nimo de
pontos (8 a 10 pontos para o modelo DREAMS e 20 a 30 pontos para o modelo BOUSSiw)
por comprimento de onda em todo o domı´nio de modo a ter confianc¸a nos resultados
nume´ricos destes modelos.
No sentido de resolver estes problemas, foi desenvolvido o gerador de malhas designado
por GMALHA, capaz de produzir malhas optimizadas especificamente para aplicac¸a˜o dos
modelos DREAMS e BOUSSiw em zonas costeiras e portua´rias. As malhas geradas teˆm
refinamento local proporcional ao comprimento de onda e imposic¸a˜o de crite´rios de quali-
dade, tais como: adaptabilidade a`s irregularidades da fronteira, forma dos triaˆngulos o mais
pro´xima poss´ıvel do equila´tero, valeˆncia dos no´s igual a seis, variac¸a˜o suave do tamanho
dos elementos e numerac¸a˜o dos no´s da malha de modo a minimizar a largura de banda das
matrizes. O desempenho deste gerador de malhas e´ avaliado com dois casos de teste reais,
Vila do Porto em Santa Maria, Ac¸ores e bacia de aduc¸a˜o da central termoele´ctrica de Sines.
Foi constru´ıda tambe´m uma interface gra´fica do GMALHA, desenvolvida em Microsoft
ExcelTM para facilitar a construc¸a˜o, o processamento e visualizac¸a˜o automa´tica das malhas
de elementos finitos geradas.
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Neste artigo, descrevem-se as principais caracter´ısticas do gerador de malhas, GMAL-
HA. No cap´ıtulo 2, descreve-se o modelo DREAMS, que e´ aplicado no caso de Vila do
Porto, e nos cap´ıtulos 3 e 4, apresentam-se os me´todos utilizados e os diversos algoritmos
desenvolvidos para o GMALHA assim como a interface gra´fica da aplicac¸a˜o informa´tica
criada para a utilizac¸a˜o do GMALHA. No cap´ıtulo 5, avalia-se o desempenho do GMALHA
em dois casos de teste. Finalmente, o cap´ıtulo 6, e´ o das concluso˜es e tarefas futuras.
MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS
DREAMS
DREAMS (Fernandes5 e Fortes11), e´ um modelo nume´rico de elementos finitos para o
ca´lculo da propagac¸a˜o e deformac¸a˜o de ondas regulares em zonas costeiras. O modelo pode
ser aplicado no estudo da penetrac¸a˜o da agitac¸a˜o mar´ıtima de per´ıodo curto num porto ou
da ressonaˆncia de uma zona abrigada excitada por ondas de longo per´ıodo nela incidentes.
E´ baseado na equac¸a˜o el´ıptica de declive suave, que descreve os efeitos combinados da
refracc¸a˜o e difracc¸a˜o de ondas monocroma´ticas propagando-se em fundos de inclinac¸a˜o
suave como os que ocorrem em portos, ba´ıas e zonas costeiras.
As condic¸o˜es de fronteira do modelo sa˜o:
Condic¸o˜es de radiac¸a˜o, que permitem a sa´ıda de perturbac¸o˜es geradas no domı´nio no
sentido de propagac¸a˜o para o infinito;
Condic¸o˜es de gerac¸a˜o e radiac¸a˜o combinadas, como as relativas a fronteiras abertas e
que permitem a entrada da agitac¸a˜o incidente e a sa´ıda das perturbac¸o˜es geradas no
domı´nio;
Condic¸o˜es de reflexa˜o (total ou parcial), referentes aos contornos so´lidos da zona em
estudo (praias, fale´sias, molhes, entre outros).
Os dados a fornecer ao modelo DREAMS sa˜o: as caracter´ısticas da agitac¸a˜o incidente
(per´ıodo e direcc¸a˜o da onda); os coeficientes de reflexa˜o em cada troc¸o da fronteira do
domı´nio de ca´lculo e a malha de elementos finitos com que foi discretizado o domı´nio em
estudo.
Os dados e os resultados dos ca´lculos com o modelo DREAMS sa˜o apresentados sob a
forma gra´fica e sa˜o constitu´ıdos por desenhos com: a) a discretizac¸a˜o do domı´nio de ca´lculo
por elementos finitos e a respectiva fronteira e batimetria do domı´nio (opcional); b) as
isolinhas do ı´ndice de agitac¸a˜o (ou do coeficiente de amplificac¸a˜o); c) as cristas das ondas
(opcional); d) as velocidades horizontais na superf´ıcie livre (opcional).
Nas va´rias aplicac¸o˜es do modelo DREAMS a zonas de diferentes profundidades e´ nece-
ssa´rio garantir que as malhas geradas tenham um nu´mero mı´nimo de pontos (8 a 10 pontos)
por comprimento de onda em todo o domı´nio de ca´lculo de modo a se poder ter confianc¸a
nos resultados.
GERADOR DE MALHAS GMALHA
Introduc¸a˜o
Qualquer malha de elementos finitos deve obedecer a alguns crite´rios de qualidade,
nomeadamente, a regularidade dos elementos finitos, a uniformidade local da malha (va-
riac¸o˜es de densidade pouco bruscas), uma valeˆncia de no´s o´ptima, que no caso dos triaˆngulos
e´ de 6, a representac¸a˜o correcta das fronteiras do domı´nio e da batimetria da zona a mo-
delar. Para ale´m disso, no caso dos modelos de propagac¸a˜o de ondas, tem de se garantir
uma densidade de elementos proporcional ao comprimento de onda, isto e´, deve existir um
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nu´mero mı´nimo de no´s da malha por comprimento de onda em cada zona do domı´nio.
Como o comprimento de onda e´ func¸a˜o da profundidade de a´gua local e do per´ıodo da onda
a simular, o controlo local da densidade da malha e´ efectuado de acordo com essas duas
varia´veis. A malha gerada e´ tanto mais fina quanto menos profundo for o local e menor for
o per´ıodo da onda.
Uma malha de elementos finitos pode ser estruturada ou na˜o estruturada. As malhas
estruturadas teˆm uma conectividade regular o que significa que todos os pontos interiores
teˆm o mesmo nu´mero de elementos adjacentes, enquanto que, as malhas na˜o estruturadas
teˆm conectividade irregular, i.e., cada ponto pode ter um nu´mero diferente de elementos
adjacentes. Para fronteiras complexas, as malhas na˜o estruturadas apresentam vantagens
em relac¸a˜o a`s malhas estruturadas.
Em relac¸a˜o ao tipo de elemento, e´ comum a utilizac¸a˜o de triaˆngulos devido a` sua adap-
tabilidade aos pormenores geome´tricos das fronteiras, a` sua simplicidade e a` facilidade na
gerac¸a˜o de malha.
Para o me´todo dos elementos finitos, os requisitos da malha sa˜o:
A malha deve ser va´lida, i.e., na˜o devem haver hiatos ou sobreposic¸o˜es;
A malha deve adaptar-se a` fronteira (George et al.12);
A densidade local de pontos deve ser a adequada.
Note-se que uma malha com elevada densidade conduz a uma maior precisa˜o nos
resultados nume´ricos mas o seu processamento implica a utilizac¸a˜o de mais memo´ria
e de mais tempo de CPU. Isto pode ser resolvido com me´todos adaptativos ou de
controlo local pre´vio da densidade. Deve encontrar-se um compromisso entre a pre-
cisa˜o dos resultados nume´ricos, o tempo de processamento e a memo´ria necessa´ria ao
armazenamento. No caso espec´ıfico dos modelos de propagac¸a˜o de ondas, e´ necessa´rio
garantir, em todo o domı´nio de ca´lculo, um nu´mero mı´nimo de pontos por compri-
mento de onda, normalmente entre 8 e 16 para modelos lineares e entre 20 e 30 para
modelos na˜o lineares.
Este facto condiciona significativamente a aplicac¸a˜o do modelo a a´reas muito extensas,
isto e´, a grandes zonas costeiras. Ora, principalmente nos estudos de agitac¸a˜o envol-
vendo per´ıodos de onda curtos, esta condic¸a˜o conduz a malhas de elementos finitos
com um grande nu´mero de pontos, o que, consequentemente, exige grandes recursos
computacionais (memo´ria e tempo de ca´lculo) para a resoluc¸a˜o do correspondente
sistema de equac¸o˜es. O esforc¸o computacional para a resoluc¸a˜o destes sistemas invia-
biliza muitas vezes a ana´lise do problema.
A distribuic¸a˜o de pontos deve ser localmente uniforme. Grandes variac¸o˜es da densi-
dade de pontos podem causar difusa˜o artificial. Tal pode conduzir a resultados inco-
rrectos ou a` instabilidade do modelo nume´rico.
A forma dos elementos da malha deve ser ta˜o optimizada quanto poss´ıvel. Por exem-
plo, triaˆngulos delgados e longos originam alguns problemas nume´ricos provocados
por um Jacobiano quase singular. O aˆngulo interno o´ptimo e´ de pi/3 correspondente
a um triaˆngulo equila´tero.
Para obter uma malha que satisfac¸a todos estes crite´rios, foi desenvolvido o gerador
GMALHA que passa por diversas etapas, desde a definic¸a˜o da fronteira do domı´nio ate´ a`
obtenc¸a˜o dos ficheiros finais de entrada no modelo (Figura 1).














Figura 1. Estrutura do GMALHA
NPF=3?
Existe 1 triângulo válido?
Avança para o lado seguinte









Figura 2. Algoritmo de gerac¸a˜o de malha baseado no Advancing Front Method,




O gerador de malha e´ baseado no me´todo da frente mo´vel ou Advancing Front. Este
me´todo teve origem nos trabalhos pioneiros de Lo14, Peraire et al.19, Lo¨hner15 e Lo¨hner e
Parikh16. Neste algoritmo, existe uma frente activa que se move da fronteira para o interior
do domı´nio que se pretende discretizar com triaˆngulos. Em cada momento, a frente separa
a parte do domı´nio que ja´ esta´ preenchida com triaˆngulos da restante, ainda por tratar. A
frente inicial e´ a fronteira. Com o progresso do algoritmo, a frente avanc¸a ate´ preencher,
com triaˆngulos, toda a a´rea em estudo (Figura 2). Para cada lado ou segmento da frente,
uma posic¸a˜o ideal para un novo no´ (o terceiro ve´rtice de un novo triaˆngulo) e´ calculada.
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Figura 3. Evoluc¸a˜o da criac¸a˜o de uma malha na˜o estruturada. O domı´nio e´ preen-

















Figura 4. Treˆs casos poss´ıveis na criac¸a˜o de triaˆngulos. Dependendo do aˆngulo
formado pelos lados da frente: a) os dois lados da fronteira sa˜o unidos
criando um novo triaˆngulo, b) e´ escolhido um no´ interior e criam-se
dois triaˆngulos, c) e´ escolhido um no´ interior e cria-se um triaˆngulo
O algoritmo selecciona o novo no´ para formar o novo triaˆngulo baseado na melhor forma para
este. Tambe´m e´ necessa´rio assegurar que esse triaˆngulo seja va´lido, i.e., na˜o se sobreponha
com a frente.
Na Figura 3, ilustra-se o processo de avanc¸o do algoritmo a` medida que o domı´nio
e´ preenchido com triaˆngulos e a frente se vai fechando sobre si mesma.
Para a gerac¸a˜o de triaˆngulos, utiliza-se um me´todo adaptado de Modi17. A partir dos
no´s da fronteira, sa˜o gerados os triaˆngulos. Treˆs casos afiguram-se, dependendo do aˆngulo,
α entre dois lados consecutivos da fronteira (Figura 4):
se 0 < α ≤ pi2 – Os dois lados da fronteira sa˜o unidos criando um novo triaˆngulo;
se pi2 < α ≤ 3pi2 – E´ escolhido um no´ interior e criam-se dois triaˆngulos;
se 3pi2 < α ≤ 2pi – E´ escolhido um no´ interior e cria-se um triaˆngulo.
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Determina o ângulo entre 
dois lados consecutivos
α<3pi/2 α<2piα<pi/2 Não Não









Figura 5. Algoritmo de criac¸a˜o de triaˆngulos
a) b)  
Figura 6. Malha final: a) antes do alisamento laplaceano; b) depois do alisamento
laplaceano
Escolhidos os novos lados, verifica-se se estes interceptam a fronteira. Se na˜o for o caso,
o(s) triaˆngulo(s) e´(sa˜o) criado(s), a fronteira e´ actualizada e passa-se ao lado seguinte.
Itera-se ate´ que a fronteira se reduza a 3 lados.
Neste caso, o u´ltimo triaˆngulo e´ criado e o processo de criac¸a˜o da´-se por terminado
(Figura 5).
Por vezes, nesta gerac¸a˜o de triaˆngulos a partir da fronteira na˜o e´ mais poss´ıvel formar
triaˆngulos va´lidos. Nesse caso, e´ permitido ao algoritmo quebrar as regras e ir construindo
triaˆngulos unindo simplesmente os lados adjacentes mesmo que o aˆngulo na˜o o permita.
Isto leva a que a fronteira se feche sobre si mesma no final do processo - ver a malha final
antes do alisamento na Figura 6a). Obviamente, que estes u´ltimos triaˆngulos na˜o tera˜o
boa qualidade. Mas estes problemas sera˜o corrigidos apo´s as operac¸o˜es de alisamento e
refinamento da zona em estudo - ver a malha final apo´s alisamento na Figura 6b).
376 L.V. Pinheiro, C.J. Fortes e L. Fernandes
Se, ainda assim, o ciclo na˜o terminar dentro de um nu´mero razoa´vel de iterac¸o˜es, e´ a-
presentada uma mensagem de erro e e´ pedido ao utilizador que altere algum paraˆmetro de
gerac¸a˜o das malhas. Os paraˆmetros que podem ser alterados sa˜o a discretizac¸a˜o da fronteira
ou a toleraˆncia (Dtol) abaixo da qual se considera que um ponto esta´ muito pro´ximo da
fronteira e na˜o pode ser criado.
Algoritmos de po´s-processamento
E´ raro que um algoritmo de gerac¸a˜o de malhas seja capaz de definir uma malha ideal sem
algum tipo de po´s-processamento para melhorar a qualidade geral dos elementos. As treˆs
categorias principais de po´s-processamento de malhas sa˜o os refinamentos, os alisamentos
e os chamados “cleanup”, sendo os dois u´ltimos algoritmos de optimizac¸a˜o de malhas. O
alisamento inclui me´todos que ajustam as posic¸o˜es dos no´s mantendo as suas conectividades.
O “cleanup” inclui me´todos que mudam as conectividades dos no´s ou elementos.
Os me´todos de “cleanup” geralmente utilizam um crite´rio que deve ser satisfeito para
executar uma operac¸a˜o local. O crite´rio pode basear-se na melhoria da forma, atrave´s da
correcc¸a˜o de aˆngulos ou na melhoria topolo´gica atrave´s da correcc¸a˜o de valeˆncias.




Refinamento local condicionado a` batimetria.
Alisamento de Laplace
Os procedimentos de suavizac¸a˜o envolvem, normalmente, um processo iterativo para o
reposicionamento dos no´s de modo a melhorar a qualidade local dos elementos. Da larga
variedade de te´cnicas de alisamento - me´todos de ponderac¸a˜o, me´todos de optimizac¸a˜o ou
me´todos f´ısicos - seleccionou-se o me´todo de ponderac¸a˜o mais simples, que e´ a alisamento
Laplaceano (Field 9). Neste me´todo, um no´ interno da malha e´ colocado na posic¸a˜o me´dia
de todos os no´s ligados a ele por um lado (Figura 7). O algoritmo itera por todos os no´s
internos da malha va´rias vezes ate´ que qualquer no´ individual na˜o se mova mais do que uma
toleraˆncia especificada. E´ um me´todo muito simples de implementar e tem sido largamente
usado.
Por vezes, o alisamento Laplaceano tem tendeˆncia a inverter ou degradar a qualidade
local dos elementos e, por isso, foi introduzida uma restric¸a˜o adicional ao movimento do no´.
Efectua-se uma comparac¸a˜o da qualidade dos elementos locais antes e depois do movimento
proposto e o no´ so´ e´ movido se a qualidade dos elementos for melhorada. Este procedimento
e´ designado por alisamento Laplaceano com restric¸a˜o.
Figura 7. Alisamento Laplaceano, um no´ interno da malha e´ colocado na posic¸a˜o
me´dia de todos os no´s ligados a ele por um lado
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Na aplicac¸a˜o GMALHA, o algoritmo de alisamento de Laplace (Fernandes7), e´ chamado
antes e depois de cada refinamento e cleanup, uma vez que e´ bastante simples, ra´pido e
permite melhores resultados aos outros processos de po´s-processamento.
Correcc¸a˜o de aˆngulos
Um gerador de malhas deve tentar optimizar os aˆngulos dos elementos. Isso consegue-
se tanto nas operac¸o˜es de trocas de diagonais simples (edge swapping) num quadrila´tero
formado por dois triaˆngulos adjacentes, como nas passagens de suavizac¸a˜o de Laplace.
Como neste trabalho se faz o uso combinado dessas duas te´cnicas, os aˆngulos internos
dos elementos na malha final acabam por ser o´ptimos ou quase o´ptimos. Para cada lado
interior da triangulac¸a˜o, pode determinar-se qual a posic¸a˜o ideal relativamente aos seus
dois triaˆngulos adjacentes. O crite´rio utilizado foi o de maximizar o menor aˆngulo obtido
com as duas disposic¸o˜es poss´ıveis do lado interior (Figura 8). Na Figura 9 pode ver-se o
resultado final apo´s a passagem do corrector de aˆngulos.
Correcc¸a˜o de valeˆncias
E´ deseja´vel optimizar o nu´mero de lados compartilhando um u´nico no´ (Figura 10).
O nu´mero de lados que compartilham o mesmo no´ e´ designado por valeˆncia do no´. Para
uma malha de triaˆngulos, o nu´mero ideal de lados adjacentes a um no´ interior e´ de 6,
correspondentes a 6 triaˆngulos equila´teros ligados a esse no´. Neste sentido, as trocas de
diagonais (edge swapping) podem melhorar a topologia da malha. Ao contra´rio, a suavizac¸a˜o
de Laplace mante´m inalterada a topologia. Na Figura 11 ilustra-se o resultado final apo´s a
passagem do corrector de diagonais.
Figura 8. Correcc¸a˜o de aˆngulos por troca de diagonais, edge swapping, de modo
a maximizar o menor aˆngulo obtido com as duas disposic¸o˜es poss´ıveis
do lado interior
 
Figura 9. Malha antes e apo´s a correcc¸a˜o de aˆngulos unicamente











Figura 10. Correcc¸a˜o de valeˆncias por troca de diagonais, edge swapping, de modo
a optimizar a valeˆncia dos no´s
  
Figura 11. Malha antes e apo´s a correcc¸a˜o de valeˆncias unicamente
Algoritmo de refinamento
O refinamento consiste num conjunto de operac¸o˜es executadas sobre a malha que redu-
zem o tamanho local dos elementos. Comec¸ando com uma malha grosseira, o procedimento
de refinamento e´ aplicado por n´ıveis ate´ que seja atingida a densidade nodal desejada,
definida localmente pelo nu´mero de pontos mı´nimo por comprimento de onda.
Os principais me´todos utilizados para o refinamento sa˜o: me´todo da bissecc¸a˜o, inserc¸a˜o
de pontos e decomposic¸a˜o de triaˆngulos. O me´todo utilizado no GMALHA e´ o me´todo da
decomposic¸a˜o de triaˆngulos. Cada triaˆngulo pode ser decomposto em dois, treˆs ou quatro
triaˆngulos.
O crite´rio de refinamento utilizado no GMALHA e´ o de um nu´mero de pontos por
comprimento de onda, NPPCO, mı´nimo, de modo a garantir a precisa˜o dos resultados
nume´ricos.
Na Figura 12 apresenta-se o algoritmo de refinamento, que tambe´m e´ combinado com
filtros de Laplace antes e depois.
O comprimento de onda (λ) depende do per´ıodo (T ) e da profundidade (h) e e´ obtido
iterativamente. Primeiramente, calcula-se o comprimento de onda ao largo (λ0) sabendo o
per´ıodo da onda:
λ0 =
g · T 2
2 · pi (1)
Depois, calcula-se iterativamente o comprimento de onda em cada local, λ = λ (T, h),
do domı´nio em estudo, atrave´s da expressa˜o:
λ = λ0 tanh
(
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Figura 12. Algoritmo de filtragem e refinamento, em que Llado e´ o comprimento
do lado, Londa e´ o comprimento de onda e npts e´ o nu´mero de pontos
por comprimento de onda pretendido
Figura 13. Decomposic¸a˜o de um triaˆngulo em dois, treˆs ou quatro.





Se essa distaˆncia for inferior ao comprimento do lado analisado, enta˜o procede-se ao
refinamento da zona, i.e., introduz-se no lado analisado um ponto adicional no centro desse
lado. Introduzidos todos os pontos, percorrem-se os triaˆngulos e verifica-se qual o caso de
decomposic¸a˜o necessa´rio (Figura 13):
em 2, se apenas um dos lados do triaˆngulo tiver um ponto adicional.
em 3, se dois dos lados do triaˆngulo tiverem um ponto adicional;
em 4, se todos os lados do triaˆngulo tiverem um ponto adicional.
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Figura 14. Porto de Vila do Porto. Malha inicial e batimetria do domı´nio
a) b)  
Figura 15. Porto de Vila do Porto. Malha refinada localmente considerando: a)
nu´mero de pontos por comprimento de onda mı´nimo de 2; b) nu´mero
















Figura 16. Ciclo de po´s-processamento constitu´ıdo pelas trocas de lados 1 e 2, para
correcc¸a˜o de aˆngulos e valeˆncias, respectivamente e pelo refinamento da
malha, intercalados por filtros de Laplace
Na Figura 14 apresenta-se a malha inicial criada pelo GMALHA para a zona do porto
de Vila do Porto, na ilha de Santa Maria, Ac¸ores, e a batimetria dessa zona. Na Figura 15
apresenta-se a mesma malha apo´s passar pelo algoritmo de refinamento, considerando um
NPPCO mı´nimo de 2, malha a), e de 4, malha b). Pode ver-se nitidamente que o refinamento
e´ tanto mais apertado quanto menor e´ a profundidade local.
Gerador de malhas de elementos finitos para a simulac¸a˜o nume´rica de propagac¸a˜o de ondas mar´ıtimas 381
Combinac¸a˜o dos algoritmos de po´s-processamento
As operac¸o˜es de po´s-processamento sa˜o efectuadas em ciclos (Figura 16).
Este procedimento permite a obtenc¸a˜o de malhas com uma qualidade muito pro´xima da
o´ptima. Na Figura 17, exemplifica-se o resultado final da malha se apenas se efectuassem
correcc¸o˜es de aˆngulos e valeˆncias, enquanto na Figura 18, apresenta-se a mesma malha apo´s
correcc¸o˜es de valeˆncias e aˆngulos combinadas com alisamentos de Laplace. Verifica-se que
com o esquema alternado com alisamentos de Laplace, o resultado final e´ bastante melhor.
A  B  
C   
Figura 17. Malha antes (malha A) e apo´s a correcc¸a˜o de valeˆncias e de aˆngulos
(malha B). Malhas A e B sobrepostas (malha C) e pormenor de edge
swapping
A  B  
C   
Figura 18. Malha antes (malha A) e apo´s correcc¸o˜es de valeˆncias e de aˆngulos com
alisamentos Laplaceanos (malha B). Malhas A e B sobrepostas (malha
C) e pormenor da malha inicial vs final
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Figura 19. Esquema da interpolac¸a˜o da batimetria para os pontos da malha. Os
pontos A, B, C e D sa˜o pontos da malha batime´trica e o ponto P e´ um
ponto da malha de elementos finitos, onde se quer interpolar
Interpolac¸a˜o da batimetria
Uma vez conclu´ıdo o processo de refinamento, um algoritmo simples de interpolac¸a˜o
linear atribui os valores de profundidade a cada no´ da malha a partir da batimetria forne-
cida.
A batimetria consiste numa malha rectangular de pontos igualmente espac¸ados em x e
em y com a informac¸a˜o da profundidade, z. Na Figura 19, demonstra-se esquematicamente
o processo de interpolac¸a˜o.
Os pontos A, B, C e D sa˜o pontos da malha batime´trica e o ponto P e´ um ponto da
malha de elementos finitos, onde se quer interpolar.
Primeiro, efectua-se uma interpolac¸a˜o linear na vertical para dois pontos auxiliares, 1 e 2:
z1 =
zA · (yB − y1) + zB · (y1 − yA)
∆y
e z2 =
zC · (y2 − yD) + zD · (yC − y2)
∆y
(4)
E, depois efectua-se uma interpolac¸a˜o linear na horizontal para o ponto P:
z =
z1 · (x2 − xP ) + z2 · (xP − x1)
∆x
(5)
Se este procedimento for feito ao contra´rio, ou seja, interpolar primeiro na horizontal e
depois na vertical, o resultado e´ exactamente o mesmo. A fo´rmula geral e´ dada por:
z =




Para ale´m do nu´mero de pontos e de elementos, a largura de banda da malha e´ muito
importante para um bom desempenho do modelo nume´rico. Com efeito, o tempo de CPU e
a memo´ria utilizada dependem fortemente deste paraˆmetro. A largura de banda da malha
e´ definida como a maior diferenc¸a entre os nu´meros dos no´s de cada elemento. Os no´s das
malhas geradas pelo GMALHA teˆm enta˜o que ser renumerados.
Gerador de malhas de elementos finitos para a simulac¸a˜o nume´rica de propagac¸a˜o de ondas mar´ıtimas 383
Um dos me´todos mais comuns de renumerac¸a˜o de no´s e´ o me´todo Reverse Cuthill-Mckee
(RCM) (Cuthill e McKee3). E´ um algoritmo de aproximac¸a˜o que tem como objectivo reduzir
a largura de banda da matriz. O algoritmo apresenta os seguintes procedimentos, de forma
resumida:
Determinar um ve´rtice inicial, normalmente num dos cantos da malha;
Percorrer os no´s da malha e encontrar todos os seus no´s vizinhos usando uma busca
em largura e numera´-los por ordem crescente;
Inverter a ordenac¸a˜o obtida.
E´ importante salientar que o resultado da aplicac¸a˜o do me´todo de Cuthill-Mckee inverso
e´ frequentemente melhor na reduc¸a˜o do perfil de uma matriz em skyline do que o do Cuthill-
Mckee normal (Liu e Sherman13).
Interface com o utilizador
A interface do GMALHA foi desenvolvida em Microsoft ExcelTM e encontra-se inclu´ıda
numa interface mais geral, SOPRO (Fortes et al.10). O SOPRO e´ um pacote informa´tico
de previsa˜o da ondulac¸a˜o em portos que conte´m diversos modelos nume´ricos de propagac¸a˜o
de ondas, uma base de dados da agitac¸a˜o mar´ıtima na costa portuguesa e um mo´dulo de
estabelecimento e transfereˆncia de regimes de agitac¸a˜o mar´ıtima.
O GMALHA (Pinheiro et al.20) utiliza um ficheiro Excel, composto por 3 folhas de
ca´lculo. Na primeira folha de ca´lculo, designada por “front ini”, sa˜o introduzidas as coor-
denadas da fronteira do domı´nio a discretizar. Na segunda folha de ca´lculo, designada por
“fronteiras”, visualiza-se o contorno da fronteira e podem redistribuir-se os pontos unifor-
memente pela fronteira, se se desejar (Fernandes8). Na Figura 20, a t´ıtulo de exemplo,
podem ver-se as fronteiras utilizadas para a bacia de aduc¸a˜o da central termoele´ctrica de
Sines.
Na terceira folha de ca´lculo sa˜o introduzidos os paraˆmetros para a criac¸a˜o da malha.
Esta folha conte´m ainda boto˜es que permitem accionar diversas tarefas (Figura 21).
Os paraˆmetros a definir sa˜o:
O nome da malha;
O NPPCO mı´nimo;
O per´ıodo mı´nimo para o qual deve ser criada a malha;
A distaˆncia de toleraˆncia, i.e., a distaˆncia mı´nima a garantir entre os pontos a gerar
e a fronteira de modo a poder ser criado um novo triaˆngulo;
O nu´mero ma´ximo de iterac¸o˜es para a gerac¸a˜o da malha. No entanto, por vezes, esse
nu´mero e´ excedido e o processo de gerac¸a˜o da malha deve ser terminado. Quando isto
acontece, deve alterar-se a distaˆncia de toleraˆncia ou a posic¸a˜o de alguns pontos da
fronteira;
Um paraˆmetro de escrita que determina se e´ necessa´rio escrever nos ficheiros todos
os passos de criac¸a˜o da malha ou na˜o;
Um paraˆmetro de refinamento que determina se e´ necessa´rio refinar a malha de acordo
com a batimetria;
Um paraˆmetro de refinamento que determina se se optimiza a malha durante o refi-
namento;
Um paraˆmetro de refinamento que determina se e´ necessa´rio refinar a malha unifor-
memente, de acordo com a profundidade mı´nima.
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Figura 20. Bacia de aduc¸a˜o da central termoele´ctrica de Sines. Fronteiras inicial e
redistribu´ıda
Figura 21. Interface com o utilizador. Pa´gina principal que permite a introduc¸a˜o
dos paraˆmetros de gerac¸a˜o e da malha
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Antes de iniciar o processo de criac¸a˜o da malha deve proceder-se a` ordenac¸a˜o dos pontos
da batimetria de modo a ter abcissas e ordenadas crescentes. Esta ordenac¸a˜o e´ um proces-
so que pode ser demorado, se a batimetria tiver muitos pontos, mas basta ser efectuada
uma vez. A inclusa˜o de um algoritmo mais eficaz na ordenac¸a˜o dos pontos da batimetria
constituira´ trabalho futuro.
Existe ainda a opc¸a˜o de se criarem va´rias malhas, bastando para isso definir-se os valores
mı´nimos, ma´ximos e o intervalo regular, designado por “step”, do NPPCO mı´nimo e dos
per´ıodos da onda (Figura 21).
No final, criada a malha, pode utilizar-se o programa, Contorno Novo desenvolvido por
Santos et al.22, que extrai os pontos da malha que esta˜o sobre a fronteira. Este procedi-
mento permite gerar o ficheiro com as condic¸o˜es de fronteira necessa´rias ao modelo. Outra
opc¸a˜o dispon´ıvel na interface e´ o “Mesh quality report”, um programa desenvolvido por
Fernandes6, que leˆ a malha gerada e analisa diversos paraˆmetros de qualidade, como por
exemplo, a´reas dos elementos, valeˆncias dos no´s, NPPCO mı´nimo e me´dio e per´ıodos cr´ıticos
da malha baseado nestes u´ltimos.
CASOS DE TESTE
O desempenho dos modelos de propagac¸a˜o de ondas depende, entre outros factores, do
nu´mero de pontos por comprimento de onda e da optimizac¸a˜o da malha. Para ilustrar as
potencialidades do programa GMALHA foram efectuados alguns testes.
No GMALHA, como referido, e´ poss´ıvel efectuar uma malha recorrendo ao refinamento
local ou uniforme. O refinamento local garante o NPPCO mı´nimo definido a priori tendo em
conta a batimetria da zona, resultando uma malha com uma densidade de pontos varia´vel.
O refinamento uniforme garante o mesmo NPPCO mı´nimo mas, para tal, na˜o tem em conta
a profundidade local, resultando uma malha com densidade de pontos uniforme em toda a
sua extensa˜o.
Assim, foram geradas malhas com refinamento uniforme e com refinamento local e
compararam-se os tempos de CPU, os nu´meros de pontos e de elementos, a largura de
banda, correspondentes a cada malha. Os casos de teste utilizados foram a bacia de aduc¸a˜o
da central termoele´ctrica de Sines e o Porto de Vila do Porto.
Bacia de aduc¸a˜o da central termoele´ctrica de Sines
Na Figura 22 apresenta-se a batimetria da zona mar´ıtima adjacente a` bacia de aduc¸a˜o
da central termoele´ctrica de Sines, para a qual se geraram va´rias malhas de elementos
finitos. A batimetria desta zona apresenta uma diferenc¸a de cota entre as zonas mais e
menos profundas de cerca de 8m. As malhas foram geradas com o GMALHA utilizando
o refinamento local e uniforme, para 5 per´ıodos de onda (4, 6, 8, 10 e 12) e 8 valores do
nu´mero de pontos por comprimento de onda (NPPCO mı´nimo) - 2 a 30, com intervalo de
2. Na Figura 22 apresenta-se um exemplo de malhas geradas utilizando o refinamento local
e o uniforme.
Foram geradas no total 75 malhas. Na Figura 23 apresenta-se o nu´mero de pontos e
elementos correspondentes a cada malha gerada.
Como se pode constatar da ana´lise da Figura 23, o nu´mero de pontos da malha para
o mesmo n´ıvel de qualidade (NPPCO) e´ sempre menor quando o refinamento e´ local, i.e.,
quando se considera a batimetria para calcular o comprimento de onda local e se refina a
malha apenas onde e´ necessa´rio.
A` medida que o NPPCO aumenta, da´-se um aumento do nu´mero de pontos da malha
final, mas este aumento e´ menos acentuado no caso do refinamento local. O mesmo acontece
a` medida que o per´ıodo da onda diminui. Esta e´ outra vantagem do GMALHA em relac¸a˜o
aos geradores uniformes.
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Na Figura 24 analisa-se a largura de banda da matriz gerada pela malha. Verifica-se
que o refinamento local permite obter larguras de banda quase sempre inferiores a`s obtidas
com um refinamento uniforme.
 
Figura 22. a) Batimetria da zona da bacia de aduc¸a˜o da central termoele´ctrica de
Sines e correspondentes malhas geradas com 10 pontos por comprimento
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Figura 24. Largura de banda das malhas com os dois tipos de refinamento
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a)
Tempo total de criação da malha

















Tempo total de criação da malha















Figura 25. Tempo de CPU (s) de gerac¸a˜o, interpolac¸a˜o, renumerac¸a˜o das malhas
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Figura 26. Relac¸a˜o entre os tempos de CPU de gerac¸a˜o, de interpolac¸a˜o da batime-
tria, de renumerac¸a˜o e o tempo total das malhas refinadas localmente
e uniformemente
Na Figura 25 representa-se a relac¸a˜o entre nu´mero de pontos de uma malha e os tempos
de CPU associados a` gerac¸a˜o, a` interpolac¸a˜o da batimetria, renumerac¸a˜o das malhas de
elementos finitos e a` criac¸a˜o das malhas com os dois tipos de refinamento. Os ca´lculos
foram efectuados num computador pessoal AMD AthlonTM XP3000+ 2.17GHz 1.00GB de
RAM.
Da ana´lise da Figura 25 verifica-se que o tempo de interpolac¸a˜o depende linearmente do
nu´mero de no´s e e´ sempre o processo mais ra´pido. O tempo de gerac¸a˜o e´ maior que o tempo
de renumerac¸a˜o quando o nu´mero de pontos e´ relativamente pequeno. Em contrapartida,
quando o nu´mero de pontos e´ grande a renumerac¸a˜o dos no´s da malha e´ o processo mais
moroso e depende directamente do nu´mero de no´s de forma quadra´tica.
Na Figura 26 apresenta-se a relac¸a˜o entre os tempos de CPU obtidos com refinamentos
uniforme e local. Nesta figura, comparam-se os tempos de CPU de gerac¸a˜o, de interpolac¸a˜o
da batimetria, de renumerac¸a˜o e o tempo total para cada uma das malhas geradas utilizando
os dois tipos de refinamento. Quando aquela relac¸a˜o se encontra abaixo do valor 1, significa
que o processo foi mais ra´pido com o refinamento local.
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Verifica-se que, em geral, os ı´ndices sa˜o inferiores a 1. Apenas o tempo de gerac¸a˜o
aparece, por vezes, superior a 1. Na˜o obstante, o tempo total de gerac¸a˜o da malha e´ quase
sempre inferior. Quando tal na˜o acontece (apenas num dos casos – NPPCO=4 e T=10s), o
nu´mero de pontos e´ inferior (3521 para refinamento local e 3976 para refinamento uniforme)
e a largura de banda tambe´m (75 para refinamento local e 85 para refinamento uniforme).
Daqui se pode concluir que o refinamento local e´ sempre prefer´ıvel ao refinamento uniforme,
no que concerne ao tamanho da malha e ao tempo de criac¸a˜o desta.
Na pra´tica, a opc¸a˜o por uma malha com refinamento local levou a poupanc¸as me´dias de
18% no nu´mero de pontos e de elementos, 20% na largura de banda, 2% na gerac¸a˜o, 18%
na interpolac¸a˜o, 22% na renumerac¸a˜o e 15% no tempo total de CPU, para esta malha.
Note-se que estes valores dizem respeito ao caso espec´ıfico da bacia de aduc¸a˜o da central
termoele´ctrica de Sines, onde a diferenc¸a de profundidades ma´xima e mı´nima e´ da ordem
de 8 m. Na secc¸a˜o seguinte faz-se a mesma ana´lise para outro caso onde essa diferenc¸a
e´ superior.
Porto de Vila do Porto
Para ilustrar melhor as vantagens do refinamento local testa-se o gerador de malhas para
a zona do porto de Vila do Porto na ilha de Santa Maria, Ac¸ores. A batimetria desta zona
tem maiores diferenc¸as entre as zonas mais e menos profundas do que o observado no caso
de teste anterior, com profundidades que variam de 0 a 30 m. Pretende-se tambe´m estudar
a influeˆncia que a utilizac¸a˜o de malhas geradas com refinamento local e uniforme teˆm no
comportamento de um modelo de propagac¸a˜o de ondas em zonas costeiras ou portua´rias e,
mais concretamente, no modelo DREAMS.
Foram geradas 36 malhas para o caso do porto de Vila do Porto variando o NPPCO
mı´nimo, o per´ıodo e o tipo de refinamento. Os valores dos per´ıodos de onda considerados fo-
ram 4, 6, 8, 10 e 12 s e os valores doNPPCO variaram entre 2 a 10, com um intervalo de 2. Na
Figura 27, sa˜o representados os valores do nu´mero de pontos e de elementos das malhas com
os dois tipos de refinamento, considerando T= 8 s ou fixando o NPPCO em 6. Na Figura 28
representa-se o tempo de CPU da criac¸a˜o da malha (gerac¸a˜o+interpolac¸a˜o+renumerac¸a˜o)
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Figura 27. Nu´mero de pontos e de elementos das malhas com os dois tipos de
refinamento













GMALHA c/ refin. local
GMALHA c/ refin. uniforme
DREAMS c/ refin. local














GMALHA c/ refin. local
GMALHA c/ refin. uniforme
DREAMS c/ refin. local
DREAMS c/ refin. uniforme
 
Figura 28. Tempo de CPU da criac¸a˜o da malha (gerac¸a˜o + interpolac¸a˜o + renu-
merac¸a˜o) e de execuc¸a˜o do modelo DREAMS
Como se pode constatar da ana´lise da Figura 27, o nu´mero de pontos da malha para
o mesmo n´ıvel de qualidade (NPPCO) e´ consideravelmente mais pequeno quando o refi-
namento e´ local. Como e´ de esperar, a` medida que o NPPCO imposto aumenta, aumenta
tambe´m o nu´mero de pontos da malha final, mas este aumento e´ menos acentuado no caso
do refinamento local. O mesmo acontece a` medida que o per´ıodo da onda diminui.
Neste caso, a opc¸a˜o por uma malha com refinamento local leva a poupanc¸as me´dias de
29% no nu´mero de pontos e de elementos, 50% no tempo total de criac¸a˜o da malha e 92%
nas simulac¸o˜es nume´ricas com o modelo DREAMS (Figura 28). Do exposto conclui-se que
quanto maior e´ a diferenc¸a de profundidades ma´xima e mı´nima da zona a discretizar, maior
e´ a poupanc¸a de tempo e de memo´ria. O GMALHA permite assim correr simulac¸o˜es em
zonas de maior extensa˜o com um nu´mero de pontos inferior, sem prejudicar a qualidade da
malha e a precisa˜o dos resultados nume´ricos.
CONCLUSO˜ES
Neste artigo, descreveu-se um gerador de malhas de elementos finitos, GMALHA, que
permite a gerac¸a˜o de malhas triangulares para estudar a propagac¸a˜o de ondas em zonas cos-
teiras, em particular, as necessa´rias para os modelos nume´ricos DREAMS e BOUSSiw. As
malhas sa˜o geradas a partir de uma fronteira e de uma batimetria conhecidas, passando por
diversos filtros de melhoramento das suas caracter´ısticas, nomeadamente, o refinamento lo-
cal condicionado pela batimetria, o controlo de uniformidade dos elementos, a re-localizac¸a˜o
de pontos para correcc¸a˜o de aˆngulos, a redistribuic¸a˜o de lados para correcc¸a˜o de valeˆncias.
O GMALHA apresenta-se sob a forma de uma interface com o utilizador, desenvolvida
em Microsoft ExcelTM.
As malhas geradas com o GMALHA, permitem obter melhores resultados e melhores
desempenhos do modelo el´ıptico quando o domı´nio e´ de grande extensa˜o, uma vez que
o refinamento local permite reduzir o nu´mero de elementos nas zonas mais profundas e,
consequentemente, reduzir os tempos de CPU enquanto a renumerac¸a˜o dos no´s da malha
permite diminuir a memo´ria utilizada pelo modelo nume´rico DREAMS.
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